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Motywacja biologiczna
Systemy i [ERCEY-
L-Systemy rzyktad

Warianty L-systeméw

L-systemy

Motywacja biologiczna

L-systemy czyli systemy Lindenmayera.
@ 1968, Aristid Lindenmayer — wykorzystanie do opisu rozwoju
alg i innych prostych organizméw wielokomérkowych.
o L-systemy to przyktad systemu przepisywania ciaggdw (ang.
string rewriting system).
e Transformuja one zadany cigg wejsciowy za pomoca
gramatyki czyli zespotu regut.

@ Reguty sa wywotywane rekurencyjnie co prowadzi do
pojawienia sie struktur samopodobnych.



Motywacja biologiczna
y przepisywania ciaggéw
L-Systemy
graficzna
Warianty L-systeméw

L-systemy

Co to jest przepisywanie?

Metoda tworzenie nowych obiektéw poprzez zastepowanie ich
czesci.

Abstrakcyjny systemy przepisywania

Zbiér A wraz z binarng relacja, — C A X A, nazywana redukcja
(ang. reduction relation lub rewrite relation).

System przepisywania nie okresla algorytmu, a jedynie reguty
przeksztatcania obiektéw — podobnie jak deklaratywne jezyki
programowania.
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Motywacja biologiczna

Systemy przepisywania ciggéw
L-Systemy Przyktady

Interpretacja graficzna

Warianty L-systeméw

L-systemy

Systemy przepisywanie ciggéw

Systemy przepisywanie ciagéw

Bazuje na strukturze wolnego monoidu, czyli mozliwosci
operowania na skonczonych ciagach elementéw zbioru.

Monoid
Zbiér A z elementem jednostkowym i z operacja binarna, ktéra jest
taczna, ((x - y)-z=x-(y - z)). Inaczej: pdigrupa z jednoscia.

Wolny monoid

Zbidér wszystkich skonczonych ciggéw elementéw z monoidu A o
dtugosci zero lub wiece;.
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Motywacja biologiczna

Systemy przepisywania ciggéw
L-Systemy Przyktady

Interpretacja graficzna

Warianty L-systeméw

L-systemy

Systemy przepisywanie ciggéw

System przepisywania ciagbw to para (A, — ), gdzie

@ A jest alfabetem

@ — to relacja binarna na A*, — C A* x A*
W interesujacym nas przypadku identycznos¢ do napis pusty
oznaczany jako e.



Motywacja biologiczna

Systemy przepisywania ciggéw
L-Systemy Przyktady

Interpretacja graficzna

Warianty L-systeméw

L-systemy

Gwiazdka Kleene'a

Dla zadanego zbioru A definiujemy cigg zbioréw
e Ay = {¢}
o At =A
e Ap={aa:acA_1,a€ A}

Gwiazdka Kleene'a

A= | A,

neN

Plus Kleene'a

At= | A
neN\{0}




Motywacja biologiczna

Systemy przepisywania ciggéw
L-Systemy Przyktady

Interpretacja graficzna

Warianty L-systeméw

L-systemy
Definicja

L-system jest zdefiniowany jako trdjka (A, «, P), gdzie
@ A jest alfabetem

@ « € A* to aksjomat czyli symbol startowy

@ P —relacja binarna, tzw. wyprowadzenie, P : A — A*




Motywacja biologiczna

Systemy przepisywania ciggéw
L-Systemy Przyktady

Interpretacja graficzna

Warianty L-systeméw

L-systemy

Zasada dziatania

L-systemy polegaja na réwnolegtym wykonaniu regut zgodnie z
ponizszymi zasadami:
@ reguty s3 stosowane iteracyjnie;
o w kazdej iteracji s3 zastosowane wszystkie mozliwe reguty;
@ state to symbole z alfabetu, ktére nie pojawiaja sie po lewe]
stronie zadnej reguty.



Motywacja biologiczna

Systemy przepisywania ciggéw
L-Systemy Przyktady

Interpretacja graficzna

Warianty L-systeméw

L-systemy

Wtasnosci

L-system nazywany jest bezkontekstowym gdy kazda reguta
produkgji stosuje sie tylko do pojedynczego symbolu.

Jesli reguta produkcji zalezy nie tylko od pojedynczego symbolu,
ale takze od symboli sasiednich, to taki L-system nazywany jest
kontekstowym:.

Systemy stochastyczne

Jesli dla danego symbolu reguty produkcji sa przypisane z pewnym
prawdopodobienstwem, to taki L-system nazywa sie
stochastycznym.




nia ciagéw
L-Systemy Przyktady
Interpretacja graficzna
Warianty L-systeméw

L-Systemy

Oryginalny przyktad Lindenmayera

Oryginalnie Lindenmayer wykorzystat L-system do opisu wzrostu
alg. Proces ten modelowat za pomoca nastepujacego systemu:

@ zmienne: 3, b
o aksjomat: a

e reguly (produkcje): (a — ab), (b — a)

12 /40



nia ciagéw

L-Systemy Przyktady
Interpretacja graficzna
Warianty L-systeméw

L-Systemy

Oryginalny przyktad Lindenmayera

Aksjomat
a

Produkcje
a—ab
b—a
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nia ciagéw
L-Systemy Przyktady
Interpretacja graficzna
Warianty L-systeméw

L-Systemy

Oryginalny przyktad Lindenmayera

n=0:a
n=1:ab
n=2:aba
n =3 : abaab

n = 4 : abaababa
n = 5 : abaababaabaab

n = 6 : abaababaabaababaababa

n = 7 : abaababaabaababaababaabaababaabaab
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L-Systemy

L-Systemy

Oryginalny przyktad Lindenmayera

Otrzymujemy w ten sposéb stowa Fibonacciego z pominieciem
pierwszego elementu.

b dlan=1;
Frhi=<a dla n=2;
Foo1-Fpp dlan>2.

Gdzie '-' oznacza konkatenacje czyli taczenie ze soba wyrazen

(operator '<>"w Mathematica, '+' w Java/C++/Python, "." w
Perl /PHP)



ja biologiczna
i ia ciagéw
L-Systemy ady
retacja graficzn
Warianty L-systeméw

L-Systemy

Interpretacja graficzna

Ciag (napis) wygenerowany przez L-system moze by¢ fatwo
zinterpretowany jako cigg komend.

e F — rysuj do przodu (o zadang dtugos¢)

o f — przesun sie do przodu (o zadana dtugos¢)

@ +/- — wykonaj obrét w prawo/lewo o zadany kat.
W ten sposéb cigg wygenerowany przez L-system jest

interpretowany jako program do rysowania. Nasladuje to metode
programowania znang z jezyka Logo.

16 /40



Systemy przepisywania ciag
L-Systemy Przyktady

Interpretacja graficzn

Warianty L-system

Interpretacja graficzna L-systeméw

Generowanie roslin

Program Inkscape udostepnia prosty interfejs do generowania

grafiki wektorowej za pomoca L-systeméw (Extensions — Render
— L-System).

Axiom and rules | Help Axiom and rules ||Help|

Axiom: |F

The path is generated by applying the

Rules: [F=FLAL+F substitutions of Rules to the Axiom,

Order times. The following commands are
Order: 5 . recognized in Axiom and Rules:
Step length (px): 450 |- Any of A,B,C,DEF: draw forward
Randomize step (%): 00 -
Any of G,H,I,JK,L: move forward
Left angle: 150 °
i = +:turn left
Right angle: 150 °
Randomize angle (%): 00 |° = tun right
|: turn 180 degrees
[: remember point
J: return to remembered point
(1) Live preview Live preview
close | [ Apply |

close | [FApply |



L-Systemy

Warianty L-systeméw

Interpretacja graficzna L-systeméw
Smok Heighwaya

Smok Heighwaya (ang. dragon curve) jest okreslona poprzez
nastepujacy L-system:

@ zmienne: X, Y

o state: F, +, -
o start: FX
o reguty: X — X+YF+, Y — -FX-Y
e kat: 90°
Tutaj, F oznacza "rysuj odcinek”, '-' oznacza "obrét w lewo”, a

'+' oznacza "obrét w prawo”. W tym wypadku symbole X i Y s3
wykorzystywane do kontrolowania ewolucji systemu i nie s3
interpretowane jako polecenia rysowania.
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Dwunasta iteracja Smok Heighwaya w programie Inkscape



nia ciagéw
L-Systemy y
Interpretacja grafi
Warianty L-systeméw

Interpretacja graficzna L-systeméw

Generowanie roslin

@ zmienne: X, F

e state: +, -, [, ]

@ aksjomat: X

e reguty: X — F-[[X|+X]+F[+FX]-X, F — FF
Tutaj F oznacza "rysuj do przodu”, a X nie ma interpretacji
graficzne;.

Symbole - "obrét w lewo” i + "obrét w prawo” o kat 25°. Symbole
[ oznacza "wrzué na stos”, a | pozycje i kat.

20 /40



Motywacja biologiczna

Systemy przepis' i
L-Systemy

Interpretacja graficzi

Warianty L-systeméw

Interpretacja graficzna L-systeméw

Generowanie roslin
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nia ciagéw
L-Systemy y
Interpretacja graficzna
Warianty L-systeméw

Interpretacja graficzna L-systeméw

Generowanie roslin

Interpretacja graficzna moze dopuszczac elementy losowe. W
najprostszym przypadku mozemy uwzglednié:

@ losowos¢ kata

@ losowos¢ dtugosci przesuniecia
Ograniczeniem s3 tu tylko mozliwosci jezyka w ktérym
interpretujemy L-system.



nia ciagéw

L-Systemy Przyktady
Interpretacja graficzna
Warianty L-systemdéw
Interpretacja graficzna L-systeméw

Generowanie roslin

Dodanie losowosci do katéw i dtugosci kroku powoduje powstanie
bardziej naturalnych roslin.
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L-Systemy

Warianty L-systeméw

Interpretacja graficzna L-systeméw

Generowanie roslin

Dodanie losowosci do katéw i dtugosci kroku powoduje powstanie
bardziej naturalnych roélin.

Nie jest to L-system probailistyczny — losowos¢ wystepuje tylko w
interpretacji graficznej.
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L-Systemy yk
Interp graficzna
Warianty L-systeméw

L-systemy

Klasyfikacja L-systeméw

DOL-system — deterministyczny, bezkontekstowy (0 oznacza
dtugos¢ kontekstu);

D1L-system — deterministyczny, kontekstowy;
OL-system — stochastyczny, bezkontekstowy;

1L-system — stochastyczny, kontekstowy,

(1,1)L-system (albo 2L) — stochastyczne, wrazliwy na
kontekst lewo- i prawostronny;



L-Systemy

Warianty L-systeméw

L-Systemy

Reguty probabilistyczne

W L-systemach deterministycznych kazdemu symbolowi
odpowiadata dokfadnie jedna reguta (produkcja). W systemie
probabilistycznym:
@ regutom przypisane sg prawdopodobiefnstwa wykorzystanie ich
w trakcie wykonania;
o przykfadowo

o reguta deterministyczna: 0 — 1[0]0

e reguta probabilistyczna: ((0.5, 0 — 1[0]0), (0.5, 0 — 0)) —
dwie reguty, kazda ma przypisane prawdopodobienstwo
zastosowania
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Motywacja biologiczna

Systemy przepisywania ciggéw
L-Systemy Przyktady

Interpretacja graficzna

Warianty L-systeméw

L-Systemy

Reguty kontekstowe

W systemach DOL reguty sa jednoznaczne okres$lone dla symbolu.

Systemy D1L

W systemach D1L reguty sa zalezne od symboli z ktérymi
sasiaduje przeksztatcany symbol
@ b ac — aa—zamien a na aa tylko jezeli jest w otoczeniu b i c

@ jeden symbol moze mie¢ przypisanych wiele regut zaleznych
od jego sasiedztwa.
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L-Systemy y
Interpretacja graficzna
Warianty L-systeméw

L-Systemy

Reguty parametryczne

Systemy parametryczne pozwalaja na przekazywanie informacji
wykorzystywanej do interpretacji graficznej lub w regutach.
@ zatézmy, ze symbol ma dwa parametry, a(x,y) — jest ona
woéwczas nazywana modutem;
@ reguta moze wykorzystywa¢ informacje o parametrach, np.
a(x,y) : x == 0 — a(l, y+1)b(2,3) zostanie wykonana tylko
jezeli pierwszy parametr jest réwny zero.
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nia ciagéw
L-Systemy
Interpretacja graficzna
Warianty L-systeméw

L-Systemy

Reguty parametryczne

@ Systemy parametryczne pozwalaja na okreslenie dtugosci
segmentu i kata za pomoca gramatyki, a nie interpretacji
graficzne;.

@ Jezeli modut przechowuje informacje o wieku, gramatyk moze
uwzgledniaé starzenie sie segmentéw.
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Systemy pétthueowskie
Hierarchia Chomskiego

Gramatyki

Gramatyki

Systemy pétthueowskie

1914, Axel Thue — systematyczny opis systemu przepisywania
ciggéw.
o L-systemy s3 przyktadem ogélnego systemu przepisywania.
@ Systemy przepisywania ciagéw sg okreslane jako systemy
pétthueowskie (ang. semi-Thue grammar).
@ Jako formalizm, systemu przepisywania ciggéw s zupetne w
sensie Turinga — mogg symulowa¢ uniwersalng maszyne
Turinga.
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Gramatyki

Gramatyki

Zupetnos¢ w sensie Turinga

System zupetny w sensie Turinga (ang. Turing-complete)
moze wykona¢ dowolny algorytm.

@ Symulacja nie musi by¢ wydajna.

@ Zupetno$c jest jedynie stwierdzeniem réwnowaznosci, nie daje
natomiast opisu symulacji.

o Wiekszos¢ jezykdw programowania jest zupetna w sensie
Turinga.

@ Jezyki ktére nie s3 zupetnie to: SQL, HTML i wyrazenia
regularne.
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Hierarchia Chomskiego
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Gramatyki w .

Gramatyki

Hierarchia Chomskiego

1956, Noam Chomsky — hierarchia jezykéw i gramatyk formalnych.

@ Typ 0 rekurencyjnie przeliczalny
e Typ 1 kontekstowe

@ Typ 2 bezkontekstowe

o Typ 3 regularne

N. Chomsky, Three models for the description of language, IRE Trans. Inf. Theory, 2 (3), pp. 113-124 (1956).
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Systemy pétthueowskie

Gramatyki

Gramatyki

Hierarchia Chomskiego

@ regularne — reguty powstaja przez doklejanie kolejnych
symboli;

@ bezkontekstowe — reguty nie zaleza od otoczenia symbolu;

@ kontekstowe — reguty zaleza od otoczenia symbolu;

o rekurencyjnie przeliczalny — brak ograniczen na zbiér regut.
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Systemy pétthueowskie

kusa-Naura

Gramatyki R
ia regularne

Gramatyki

Gramatyki formalna

o Gramatyka formalna — metoda opisu jezyka formalnego
rozumianego jako podzbiér zbioru wszystkich stéw skonczonej
dtugosci nad danym alfabetem.

@ Symbol nieterminalny — symbol ktéry jest definiowany przez
reguty gramatyki.

@ Symbol terminalny — symbole ktére nie moga by¢ zmieniona
za pomocy regut gramatyki.

Jeden jezyk moze by¢ generowany przez wiele gramatyk.
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Systemy pétth

Gramatyki

Gramatyki

Postaé¢ Backusa-Naura

1963, Peter Naur, raport jezyka ALGOL 60.

e BNF (ang. Backus Normal Form lub ang. Backus-Naur Form)
to sposdb zapisu regut wyprowadzenia w gramatykach
bezkontekstowych.

o Jest to metajezyk — jezyk opisu jezykdéw programowania.
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Gramatyki

Gramatyki

Postaé¢ Backusa-Naura

Posta¢ Backusa-Naura jest wykorzystywana do opisu jezykdw
bezkontekstowych — wszystkie reguty (produkcje) sa postaci:
A— «
Kilka przyktadéw:
o Liczby catkowite:
<integer>:= <digit>| <integer><digit>
@ Sktadnia funkcji w jezyku Python:
<funcdef>::== 'def’ NAME <parameters>":" <suite>

Symbole ktére nigdy nie pojawiaja sie po lewej stronie (np. NAME)
to symbole terminalne. S3 to symbole state dla gramatyki — w
jezykach kontekstowych moga pojawi¢ sie po lewej stronie.
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ackusa-Naura

Gramatyki : e
enia I’C‘E’,UIJI’HC‘

Gramatyki

Gramatyki kontekstowe

Gramatyka to czwoérka (X, T, P, s) gdzie
@ X to symbole nieterminalne,
@ T to wyrdznione symbole terminalne,
@ P to zbiér regut (produkcji),
@ s to symbol poczatkowy.

W przypadku gramatyk kontekstowych reguty sa postaci

aAB — oy

gdzie a, v, 0 €
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Gramatyki Wyrazenia regularne

Gramatyki

Wyrazenia regularne

1950s, Stephen Kleene — formalny opis jezykdéw regularnych.

@ Wyrazenia regularne s3 wbudowane w wigkszo$¢ jezykéw
programowania.

@ Sj szczegdlnie przydatne do analizy/formatowania/edycji
plikow tekstowych.

@ S3 wykorzystywane do analizy leksykalnej w parserach jezykdw
programowania.
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Gramatyki Wyrazenia regularne

Gramatyki

Wyrazenia regularne

Sktadnia wyrazen regularnych:

@ za wyjatkiem znakdéw specjalnych, kazdy znak oznacza sam

siebie;
@ alternatywa: |;
e grupowanie: (,);
@ wyrazenie e wystepuje 0 lub 1 raz: e?;
@ 0 lub wiecej wystapien e: ex (gwiazdka Kleene);
@ 0 lub wiecej wystapien e: e+ (plus Kleene);
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Gramatyki Wyrazenia regularne

Gramatyki

Wyrazenia regularne

Przyktady wyrazen regularnych
e Co najmniej jedno a lub b: (a|b)+
o Liczby rzeczywiste: [+-]7][0-9]+(.[0-9]+)7.
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