Obliczenia inspirowane Natura

Wyktad 03 — Zastosowania automatéw komoérkowych

Jarostaw Miszczak

IITiS PAN Gliwice

13/10/2016



@ Co modelowaé automatami komérkowymi?
© Model drapieznik-ofiara

@ Réwnania Lotki-Voltery

@ Dynamika dyskretna

© Model epidemii
@ Model SIR

@ Uktady spinowe
@ Reguty automatu
@ Algorytm Metropolisa

© Teoria obliczen
@ Mréwka Langtona

@ Kryptografia
@ Liczby pseudolosowe
@ Funkcje mieszajace

2/26



Co modelowaé automatami komérkowymi?

Co modelowa¢ automatami komérkowymi?

Do czego s3 przydatne automaty komorkowe?

biologia: badanie wspétzawodnictwa w ekosystemach;

medycyna: rozprzestrzenianie si¢ choréb;

fizyka: modelowanie uktadéw spinowych;

informatyka: mréwka Langtona;

kryptografia: liczby pseudolosowe i funkcje mieszajace;
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Model drapieznik-ofiara
Réwnania Lotki-Voltery
Dynamika dyskretna

Model drapieznik-ofiara
Réwnania Lotki-Voltery

Réwnania Lotki-Voltery opisuja model drapieznik-ofiara.
e 1910, Alfred J. Lotka — zastosowanie do teorii reakcji
chemicznych;
@ 1926, Vito Volterra, Umberto D'Ancona — model wyjasniajacy
dynamike populacji ryb w Adriatyku;

@ 1965, Richard Goodwin — zastosowanie w ekonomii.
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Model drapieznik-ofiara

Réwnania Lotki-Voltery
Dynamika dyskretna

Model drapieznik-ofiara
Réwnania Lotki-Voltery

dZ(tt) = ax(t) — By (t)x(t), M = ox(t)y(t) — vy(t)

e x(t) — populacja ofiar (np. krélikéw)
e y(t) — populacja drapieznikéw (np. liséw)

@ «, 3,6, — paramenty opisujace oddziatywanie miedzy
populacjami.
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Model drapieznik-ofiara

Réwnania Lotki-Voltery
Dynamika dyskretna

Model drapieznik-ofiara

Réwnania Lotki-Voltery

Przyktad rozwigzania

populacja
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Model drapieznik-ofiara
Réwnania Lotki-Voltery
Dynamika dyskretna

Model drapieznik-ofiara
Réwnania Lotki-Voltery

Problem
@ populacje moga osiggnaé wartosci bardzo bliskie zeru, a
pomimo tego odrodzi¢ sie — tzw. problem atto-liséw (ang.
atto-fox problem), czyli iloéci 10718 liséw.
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Model drapieznik-ofiara
Réwnania Lotki-Voltery
Dynamika dyskretna

Model drapieznik-ofiara
Dynamika dyskretna

@ opis podobnej dynami uzyskujemy za pomoca automatu z
nastepujacymi regutami:
F + R — 2F (lis zjada zajaca i pojawia sie nowy lis)
R 4+ G — 2R (zajac zjada trawe i pojawia sie nowy zajac)
G + F — 2G (lis nie chce je$¢ trawy i umiera)

8/26



Model drapieznik-ofiara

Réwnania Lotki-Voltery
Dynamika dyskretna

Model drapieznik-ofiara
Dynamika dyskretna

Prawdopodobienistwo zasiedlenia: 100 (G), 100 (R) i W (F).
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Model drapieznik-ofiara
Réwnania Lotki-Voltery
Dynamika dyskretna

Model drapieznik-ofiara
Dynamika dyskretna

Populacje daza od poczatkowej koncentracji do stanu réwnowagi.
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Model epidemii Model SIR

Model epidemii
Model SIR

@ Model SIR to model rozprzestrzeniania sie choroby.

e 1927, W. O. Kermack and A. G. McKendrick — matematyczna
teoria epidemii.
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Model epidemii Model SIR

Model epidemii
Model SIR

o Kazdy z osobnikéw moze by¢ w jednym z trzech stanéw:

o S (susceptible — podatny),

o [ (infected — zarazony) lub

e R (removed albo recovered — usuniety z populacji podatnych
na infekcje).

@ Suma osobnikéw pozostaje stata— S+ 1+ R=N.

o W tym modelu dozwolone s3 przejécia S — | — R.
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Model epidemii Model SIR

Model epidemii
Model SIR

Zatézmy, ze odsetek zainfekowanych w populacji to 3, a odsetek
wyzdrowien (lub/i $mierci to ). Dynamika jest opisana
nastepujacymi réwnaniami:

dlzgt) = 7I(t)

dl(t) dS(t)

a0~ a1

as(t) S(t) I(t)
A TGLO)
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Model epidemii Model SIR

Model epidemii
Model SIR

Dynamika rozprzestrzeniania sie choroby moze by¢ modelowana za
pomoca automatu komérkowego z nastepujacymi regutami:

@ Osobnik zarazony jest spotykany w populacji poczatkowe z
prawdopodobienstwem p;

@ Osobnik jest zainfekowany przez a jednostek czasu;

@ Po zakonczeniu infekcji osobnik uzyskuje odpornos$¢ na b
jednostek czasu;

@ Osobnik ulega zarazeniu jezeli w jego otoczeniu znajduje sie
co najmniej jedna jednostka zainfekowana.
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Reguty automatu
Uktady spinowe Algorytm Metropolisa

Uktady spinowe

@ 1920, Wilhelm Lenz, Ernst Ising — zastosowane do fizyki
ferromagnetykéw;

@ 1982, John Joseph Hopfield — zastosowanie do modelowania
sieci neuronowych;



Reguty automatu
Uktady spinowe Algorytm Metropolisa

Uktady spinowe

Model Isinga jest zbudowany bardzo podobnie do automatu
komorkowego:
@ dana jest sie¢ spinéw (ktére moga przyjmowaé wartosé¢ +1)
@ spin atomu moze by¢ dodatni lub ujemny, ale jego wartos¢
bezwzgledna jest stata;
@ energia ukfadu, okreslona poprzez oddziatywanie spindw,

E= —ZJ,'J'S,'SJ'—hZS,'
ij i

zalezy od wzajemnej orientacji spinéw, gdzie J jest
sprzezeniem, zwykle statym dla sieci.
Jezeli J > 0 to ukfad jest nazywany ferromagnetykiem, jezeli J < 0

— antyferromagnetykiem.
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Reguty automatu
Uktady spinowe Algorytm Metropolisa

Uktady spinowe

Obliczenie namagnesowania uktadu w zaleznosci od temperatury i
zewnetrznego pola.

o Sciste wyliczenia s mozliwe tylko w szczeg6lnych
przypadkach.

@ Metody Monte Carlo wymagajg generatoréw liczb
pseudolosowych.
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Reguty automatu
Uktady spinowe Algorytm Metropolisa

Uktady spinowe

Reguty automatu

Regutfa automatu

Podstawowa reguta jest minimalizacja energii:
si(t + 1) = sign (Zj- S h)

@ Temperatura uktadu T = 0.
@ Taka reguta jest deterministyczna.

@ Tak okreslona dynamika prowadzi do automatéw typu | lub Il
(czyli jest nieciekawa).
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Reguty automatu
Uktady spinowe Algorytm Metropolisa

Uktady spinowe

Algorytm Metropolisa

Algorytm Metropolisa pozwala na symulacje modelu Isinga dla
T>0.

@ Wybieramy losowa komérke;

e Odwracamy jej spin i obliczamy zmiane AE.

o Jezeli AE < 0, akceptujemy zmiane.

o Jezeli AE >0, to Iosujemy liczbe r z [0,1] i

o jezelir < exp( £), to akceptujemy zmiane;
o jezeli r > exp( £), to odwracamy spin.



Reguty automatu
Uktady spinowe Algorytm Metropolisa

Model Isinga

Zastosowania w fizyce — kapiel cieplna

Inny spos6b modelowanie sytuacji T > 0 to tzw. kapiel cieplna.
@ Dla kazdej komérki obliczamy
ri(t) = [1 + exp (—% > J,-jsj(t)ﬂ_
e Losujemy liczbe r z [0, 1].
o Jezeli r > ri(t), to si(t+1) = —1.
e W przeciwnym wypadku s;(t + 1) = 1.
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Mréwka Langtona

Teoria obliczen

Teoria obliczen

Mréwka Langtona

@ 1986, Ch.G. Langton — dwuwymiarowa wersja maszyny
Turinga o bardzo prostych zasadach ewolucji
C.G. Langton, " Studying artificial life with cellular automata”. Physica D:
Nonlinear Phenomena 22, No. 1-3 (2986), pp. 120-149.
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Mréwka Langtona

Teoria obliczen

Teoria obliczen

Mréwka Langtona

Zasady s3 proste:
@ Poruszamy sie po kracie 2D.
o Wyrézniamy jedna komorke jako mréowke i z niej
rozpoczynamy ewolucje.

o Jezeli komérka jest biata (0), to mréwka obraca sie¢ w 0 90° w
prawo, zamienia kolor komérki na czarny i przesuwa sie o
jedno pole do przodu.

o Jezeli komérka jest czarna (1), to mréwka obraca sie 0 90° w
lewo, zamienia kolor komérki na czarny i przesuwa sie o jedno
pole do przodu.
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Mréwka Langtona

Teoria obliczen

Teoria obliczen

Mréwka Langtona

Proste reguty prowadza do ztozonego zachowania:

@ Przyjmujac, ze startujemy z kompletnie czysta plansza,
mréwka w trakcie pierwszych 10* krokéw generuje chaotyczny
wzor zer i jedynek.

e Po okoto 10* krokéw, mréwka zaczyna budowaé tzw.
autrostrade — wzér 104 krokdéw, ktére powtarzajg sie
cyklicznie.

o ... lepiej to widaé na animagji ...
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Mréwka Langtona
Teoria obliczen

Teoria obliczen

Mréwka Langtona

Co wiemy o dynamice mréwki?

@ 2000, A. Gajardo, A. Moreira, E. Goles — mréwka Langtona
moze symulowaé maszyne Turinga — dowdd poprzez
konstrukcje dowolnego obwodu logicznego.

A. Gajardo, A. Moreira, E. Goles, Discrete Applied Mathematics, Vol.
117, No. 1-3 (2002), pp. 41-50

@ Dla dowolnej konfiguracji poczatkowej, trajektoria mrowki jest

nieograniczona (twierdzenie Cohena-Kunga).
Czego nie wiemy:

e Wyglada na to, ze mréwka zawsze (niezaleznie od konfiguragji
poczatkowej) zbuduje autostrade — nie jest to jednak
udowodnione.
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Liczby pseudolosowe
Funkcje mieszajace

Kryptografia

Kryptografia

Liczby pseudolosowe

@ Reguta 30 jest wykorzystywana do generowania liczb
pseudolosowych.

@ Mathematica dostarcza opartej na niej metody — parametr
Method — ”"Rule30CA” dla funkcji SeedRandom

@ Generator ten posiada bardzo dobre wtasciwosci.
e Wiecej na http://mathworld.wolfram.com/Rule30.html

S.Wolfram, Random sequence generation by cellular automata, Advances in Applied Mathematics, Vol. 7 (2), pp.
123-169 (1986).
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Liczby pseudolosowe
Funkcje mieszajace

Kryptografia

Kryptografia

Funkcje mieszajace

@ okreslamy funkcje na ciggach binarnych jako

g(x)i = xi—1 ® (xi V xit1)

@ dla dwdch liczb naturalnych ¢ < d budujemy
fo(x) = be(x), bet1(x), ..., bg(x)

gdzie by(x) to k-ty bit wyniku dziatania g na ciggu x
@ wartos¢ funkcji mieszajace powinna zaleze¢ od wszystkich
elementéw ciggu wejsciowego, czyli musimy mie¢ ¢ = 1;

Zalety to bardzo wydajna i tania implementacja. )

|.B. Damgard, A Design Principle for Hash Functions, Advances in Cryptology — Proceedings of CRYPTO' 89,
LNCS, Vol. 435, pp. 416-427 (2001)
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