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Co modelować automatami komórkowymi?

Do czego są przydatne automaty komórkowe?

– biologia: badanie współzawodnictwa w ekosystemach;

– medycyna: rozprzestrzenianie się chorób;

– fizyka: modelowanie układów spinowych;

– informatyka: mrówka Langtona;

– kryptografia: liczby pseudolosowe i funkcje mieszające;
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Równania Lotki-Voltery opisują model drapieżnik-ofiara.

1910, Alfred J. Lotka – zastosowanie do teorii reakcji
chemicznych;

1926, Vito Volterra, Umberto D’Ancona – model wyjaśniający
dynamikę populacji ryb w Adriatyku;

1965, Richard Goodwin – zastosowanie w ekonomii.
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dx(t)

dt
= αx(t)− βy(t)x(t),

dy(t)

dt
= δx(t)y(t)− γy(t)

x(t) – populacja ofiar (np. królików)

y(t) – populacja drapieżników (np. lisów)

α, β, δ, γ – paramenty opisujące oddziaływanie między
populacjami.
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Przykład rozwiązania

Dla x(0) = 5, y(0) = 2 oraz α = 2
3 , β = 1, δ = 3

4 , γ = 1.
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Problem

populacje mogą osiągnąć wartości bardzo bliskie zeru, a
pomimo tego odrodzić się – tzw. problem atto-lisów (ang.
atto-fox problem), czyli ilości 10−18 lisów.
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opis podobnej dynami uzyskujemy za pomocą automatu z
następującymi regułami:
F + R 7→ 2F (lis zjada zająca i pojawia się nowy lis)
R + G 7→ 2R (zając zjada trawę i pojawia się nowy zając)
G + F 7→ 2G (lis nie chce jeść trawy i umiera)
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Przykład

Prawdopodobieństwo zasiedlenia: 78
100 (G), 20

100 (R) i 2
100 (F).
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Populacje dążą od początkowej koncentracji do stanu równowagi.
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Model SIR

Model SIR to model rozprzestrzeniania się choroby.

1927, W. O. Kermack and A. G. McKendrick – matematyczna
teoria epidemii.
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Model SIR

Każdy z osobników może być w jednym z trzech stanów:
S (susceptible – podatny),
I (infected – zarażony) lub
R (removed albo recovered – usunięty z populacji podatnych
na infekcję).

Suma osobników pozostaje stała – S + I + R = N.

W tym modelu dozwolone są przejścia S 7→ I 7→ R.
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Załóżmy, że odsetek zainfekowanych w populacji to β, a odsetek
wyzdrowień (lub/i śmierci to γ). Dynamika jest opisana
następującymi równaniami:

dR(t)

dt
= γI (t)

dI (t)

dt
= −dS(t)

dt
− γI (t)

dS(t)

dt
= −βN(t)

S(t)

N(t)

I (t)

N(t)
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Dynamika rozprzestrzeniania się choroby może być modelowana za
pomocą automatu komórkowego z następującymi regułami:

Osobnik zarażony jest spotykany w populacji początkowe z
prawdopodobieństwem p;

Osobnik jest zainfekowany przez a jednostek czasu;

Po zakończeniu infekcji osobnik uzyskuje odporność na b
jednostek czasu;

Osobnik ulega zarażeniu jeżeli w jego otoczeniu znajduje się
co najmniej jedna jednostka zainfekowana.
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Układy spinowe

1920, Wilhelm Lenz, Ernst Ising – zastosowane do fizyki
ferromagnetyków;

1982, John Joseph Hopfield – zastosowanie do modelowania
sieci neuronowych;
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Układy spinowe

Model Isinga jest zbudowany bardzo podobnie do automatu
komórkowego:

dana jest sieć spinów (które mogą przyjmować wartość ±1)
spin atomu może być dodatni lub ujemny, ale jego wartość
bezwzględna jest stała;
energia układu, określona poprzez oddziaływanie spinów,

E = −
∑
ij

Jijsi sj − h
∑
i

si

zależy od wzajemnej orientacji spinów, gdzie J jest
sprzężeniem, zwykle stałym dla sieci.

Jeżeli J > 0 to układ jest nazywany ferromagnetykiem, jeżeli J < 0
– antyferromagnetykiem.
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Układy spinowe

Cel

Obliczenie namagnesowania układu w zależności od temperatury i
zewnętrznego pola.

Ścisłe wyliczenia są możliwe tylko w szczególnych
przypadkach.

Metody Monte Carlo wymagają generatorów liczb
pseudolosowych.
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Reguła automatu

Podstawową regułą jest minimalizacja energii:
si (t + 1) = sign

(∑
j Jijsj + h

)
Temperatura układu T = 0.

Taka reguła jest deterministyczna.

Tak określona dynamika prowadzi do automatów typu I lub II
(czyli jest nieciekawa).
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Algorytm Metropolisa pozwala na symulację modelu Isinga dla
T > 0.

Wybieramy losową komórkę;

Odwracamy jej spin i obliczamy zmianę ∆E .

Jeżeli ∆E < 0, akceptujemy zmianę.
Jeżeli ∆E > 0, to losujemy liczbę r z [0, 1] i

jeżeli r < exp( ∆E
T ), to akceptujemy zmianę;

jeżeli r > exp( ∆E
T ), to odwracamy spin.

19 / 26



Co modelować automatami komórkowymi?
Model drapieżnik-ofiara

Model epidemii
Układy spinowe
Teoria obliczeń

Kryptografia

Reguły automatu
Algorytm Metropolisa

Model Isinga
Zastosowania w fizyce – kąpiel cieplna

Inny sposób modelowanie sytuacji T > 0 to tzw. kąpiel cieplna.

Dla każdej komórki obliczamy

ri (t) =
[
1 + exp

(
− 2

T

∑
j Jijsj(t)

)]−1
.

Losujemy liczbę r z [0, 1].

Jeżeli r > ri (t), to si (t + 1) = −1.

W przeciwnym wypadku si (t + 1) = 1.
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1986, Ch.G. Langton – dwuwymiarowa wersja maszyny
Turinga o bardzo prostych zasadach ewolucji
C.G. Langton, ”Studying artificial life with cellular automata”. Physica D:

Nonlinear Phenomena 22, No. 1-3 (2986), pp. 120–149.
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Zasady są proste:

Poruszamy się po kracie 2D.

Wyróżniamy jedną komórkę jako mrówkę i z niej
rozpoczynamy ewolucję.

Jeżeli komórka jest biała (0), to mrówka obraca się w o 90◦ w
prawo, zamienia kolor komórki na czarny i przesuwa się o
jedno pole do przodu.

Jeżeli komórka jest czarna (1), to mrówka obraca się o 90◦ w
lewo, zamienia kolor komórki na czarny i przesuwa się o jedno
pole do przodu.
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Proste reguły prowadzą do złożonego zachowania:

Przyjmując, że startujemy z kompletnie czystą planszą,
mrówka w trakcie pierwszych 104 kroków generuje chaotyczny
wzór zer i jedynek.

Po około 104 kroków, mrówka zaczyna budować tzw.
autrostradę – wzór 104 kroków, które powtarzają się
cyklicznie.

... lepiej to widać na animacji ...
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Co wiemy o dynamice mrówki?

2000, A. Gajardo, A. Moreira, E. Goles – mrówka Langtona
może symulować maszynę Turinga – dowód poprzez
konstrukcję dowolnego obwodu logicznego.
A. Gajardo, A. Moreira, E. Goles, Discrete Applied Mathematics, Vol.

117, No. 1–3 (2002), pp. 41–50

Dla dowolnej konfiguracji początkowej, trajektoria mrówki jest
nieograniczona (twierdzenie Cohena-Kunga).

Czego nie wiemy:

Wygląda na to, że mrówka zawsze (niezależnie od konfiguracji
początkowej) zbuduje autostradę – nie jest to jednak
udowodnione.
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Liczby pseudolosowe

Reguła 30 jest wykorzystywana do generowania liczb
pseudolosowych.

Mathematica dostarcza opartej na niej metody – parametr
Method → ”Rule30CA” dla funkcji SeedRandom

Generator ten posiada bardzo dobre właściwości.

Więcej na http://mathworld.wolfram.com/Rule30.html
S.Wolfram, Random sequence generation by cellular automata, Advances in Applied Mathematics, Vol. 7 (2), pp.
123-169 (1986).
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określamy funkcję na ciągach binarnych jako

g(x)i = xi−1 ⊕ (xi ∨ xi+1)

dla dwóch liczb naturalnych c < d budujemy

f0(x) = bc(x), bc+1(x), . . . , bd(x)

gdzie bk(x) to k-ty bit wyniku działania g na ciągu x

wartość funkcji mieszające powinna zależeć od wszystkich
elementów ciągu wejściowego, czyli musimy mieć c = 1;

Zalety to bardzo wydajna i tania implementacja.

I.B. Damg̊ard, A Design Principle for Hash Functions, Advances in Cryptology – Proceedings of CRYPTO’ 89,
LNCS, Vol. 435, pp. 416-427 (2001)
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